CAPITULO 16

MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES
REAIS DE VARIAS VARIAVEIS EM
COMPACTOS

16.1 Introducao

Esta aula estd baseada no Capitulo 16 do segundo volume do livro de Calculo do Gui-
dorizzi.

Nesta aula, estamos interessados em encontrar os maximos e minimos de uma fungao
f: Dom(f) C R" — R em um conjunto A C Dom(f). Quando estudamos fungdes
da reta na reta, utilizando o Teorema de Weierstrass, temos que, se f é uma funcao
continua, entao f atinge um maximo e um minimo no intervalo fechado e limitado
[a,b]. Isto é, existem ¢, d € [a,b] tais que f(c) < f(z) < f(d) para todo = € [a,b]. O
mesmo resultado vale para fungoes reais de vérias variaveis. Um intervalo fechado e
limitado na reta é um conjunto compacto na reta. Em R", um conjunto que é fechado
e limitado, é um conjunto compacto em R". Lembre-se que um conjunto A C R" é
dito limitado, se existe uma bola aberta By, com centro na origem, tal que A C By,
e que um conjunto A C R” é dito fechado, se seu complementar {X € R"| X ¢ A} é
aberto, o que equivale a dizer, que A C R"™ é dito fechado se ele contém sua fronteira,
0A. Vamos entao enunciar o Teorema de Weierstrass em R"™.

TEOREMA 16.1.1: (Teorema de Weierstrass) Se f : Dom(f) C R* — R ¢
uma fun¢ao continua no compacto K C Dom(f), entao f atinge um méximo e um
minimo em K. Isto é, existem C, D € K tais que

() < f(X) < f(D)
para todo X € K.

Desta forma, se f : Dom(f) € R — R ¢é uma funcdo continua no compacto
K C Dom(f), sabemos que f possui um valor maximo e um valor minimo neste
conjunto. Sabemos também, que pontos no interior de um conjunto sé podem ser
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extremantes locais se forem pontos criticos de f ou se f nao for diferenciavel nestes
pontos. Desta forma, nosso trabalho serd dividido em trés etapas:

- primeiro encontraremos os pontos no interior do conjunto K que sao pontos criticos
de f ou onde f nao é diferencidvel;

- depois nos concentraremos em encontrar os pontos de maximo e minimo na fronteira
de K (por inspegao, ou por conjuntos de nivel, ou por parametrizagao da fronteira e
reducao do problema a um problema na reta, ou ainda por multiplicadores de Lagrange
(Segao 16.3)) e;

- finalmente, vamos comparar os valores da fun¢ao nos pontos criticos e nos pontos
onde f nao é diferenciavel obtidos no interior de K, com os valores da func¢ao nos pon-
tos de méaximo e minimo que encontramos na fronteira e assim, escolher, como maximo,
o maior valor encontrado e, como minimo, o menor valor encontrado.

Vamos passar aos Exemplos.
16.2 Exemplos

Vamos concentrar nossos exemplos apenas em funcoes reais de duas variaveis, porque
foi apenas em duas dimensoes que fornecemos condigoes suficientes para a determinagao
de extremantes locais em conjuntos abertos.

Exemplo 16.2.1: Determine os extremantes de f(z,y) = 2*>+y> — 3z — 3y no conjunto
K dado por K = {(z,y) e R?|0 <z <2e |yl <2}.

Exemplo 16.2.2: Determine os extremantes de f(x,y) = xy no conjunto K dado por
K ={(x,y) e R? |2 + 9> < 1}.
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Exemplo 16.2.3: Determine os extremantes de f(z,y) = 2z + y no conjunto K dado
por K ={(z,y) eR?|z >0,y >0,z +y<4dedx+y<6}.

16.3 Método dos Multiplicadores de Lagrange para
Determinacao de Candidatos a Extremantes Condi-
cionados

Nesta secao, vamos estudar os maximos e minimos de funcoes de duas variaveis em
curvas e de funcoes de trés variaveis em superficies e em curvas. Isto é, vamos estudar
os maximos e minimos de fungoes de duas ou trés varidveis sobre conjuntos do tipo

{(z,y) e ACR?|g(z,y) =0} , {(z,y,2) € ACR*|g(x,y,2) =0}
e {(z,y,2) € ACR*|g(x,y,2) = 0 e h(z,y,2) = 0},

onde A é um conjunto aberto em R? ou R?, dependendo do caso.

Vamos comecar com o teorema que fornece uma condigao necessaria para que um ponto
seja um ponto de maximo ou um ponto de minimo de uma funcao f de duas variaveis
no conjunto {(x,y) € A C R*|g(z,y) = 0}, onde A é um conjunto aberto em R?.

TEOREMA 16.3.1: Seja f : Dom(f) € R? — R uma funcao diferencidvel no
aberto A C Dom(f). Seja g uma fungao de classe C' em A e seja B = {(z,y) €
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Alg(z,y) = 0}. Suponha que Vg(z,y) # 0 para todo (z,y) € B. Se (x9,y0) € B é um
ponto de maximo ou de minimo de f em B, entao existe A real tal que

V f(w0,90) = AVg(zo,yo)-

Desta forma, os candidatos a extremantes de f em B, sao os pontos (z,y) € B que
satisfazem o sistema abaixo para algum A real.

Vf(x,y) = AVyg(z,y)
g(z,y) =0

Exemplo 16.3.1: Determine os extremantes de f(z,y) = 3z + 2y sujeita a restrigao
22+t = 1.

Exemplo 16.3.2: Estude, com respeito a méximos e minimos, a funcao f(z,y) = y+a°
sujeita & restricao y — 2% = 0.

2
Exemplo 16.3.3: Determine a reta tangente & curva z2 + yo_ L,z>0ey >0, que

forma com os eixos coordenados um triangulo de drea minima.
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Vamos agora passar ao teorema que fornece uma condicao necessaria para que um
ponto seja um ponto de maximo ou um ponto de minimo da fungao f de trés variaveis
no conjunto B = {(z,y,z) € A CR*|g(x,y,2) = 0}, onde A é um conjunto aberto em
R3.

TEOREMA 16.3.2: Seja f : Dom(f) € R* — R uma fungao diferencidvel no
aberto A C Dom(f). Seja g uma funcao de classe C' em A e seja B = {(z,y,2) €
Al g(z,y, z) = 0}. Suponha que Vg(z,y, z) # 0 para todo (z,y, z) € B. Se (20, 4o, 20) €
B é um ponto de méaximo ou de minimo de f em B, entao existe A real tal que

Vf(%a Yo, Zo) = AVg(xo,yo, Zo)-

Desta forma, os candidatos a extremantes de f em B, sdo os pontos (z,y,2) € B que
satisfazem o sistema abaixo para algum A real.

Vf(r,y,2) = AVg(z,y, 2)
g(:c7 y7 Z) = 0

Exemplo 16.3.4: Determine o ponto do elipséide z? + 2y% + 322 = 1, cuja soma das
coordenadas seja maxima.

Solucao: A restricao do ponto pertencer ao elipsdide, traduzida pela condi¢ao do
ponto satisfazer a equacao z? + 2y? + 322 = 1, fornece a funcao g, que é dada por
g(z,y,2) = 2% + 2y* + 322 — 1. Observe que g é polinomial, portanto de classe C* em
R3, e que seu gradiente é igual a

Vy(z,y,2) = (2v,4y,62),

o qual nao se anula quando o ponto (z,y, z) pertence ao elipséide. Além disso, como a
funcao f a ser maximizada é a soma das coordenadas, temos que

flz,y,2) = x+y+z.

f também é polinomial, portanto de classe C* em R? (em particular continua), e que
seu gradiente é igual a

Vfi(x,y,z) = (1,1,1).

Como f é continua e B = {(x,y,2) € R3|2? + 2y> + 322 — 1 = 0} é um conjunto
fechado e limitado, temos, pelo Teorema de Weierstrass, que f atinge um maximo e
um minimo em B. Desta forma, utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange,
temos que os extremantes devem tornar o sistema abaixo compativel

g(z,y,2) =0 2+ 22 +322-1=0



Cdlculo 2B - Notas de Aula (em construgcdo) - Prof® Denise 2018-2285

Desta forma, temos que A\ # 0, de modo que podemos escrever x, y e z em funcao de

1
A e substituir na equacao z? + 2y% + 322 — 1 = 0. Segue portanto, que = = YT

1
ez = 3% de modo que

224272432 -1=0 & ! 2+2 ! 2+3 ! 2—1—O<:>A—:t 1
yrozr —i= 3 AN 3 - ~Voar

Concluimos assim que os candidatos a extremante sao os pontos

1 /24 1 /24 1 |24 1 /24 1 /24 1 /24
X1: s T1 0 4 T4 A 1 eXQZ . T4 T T4 A 11 .
2V11°4V 1176V 11 2V 11 4V 11 6V 11
Como sabemos que f atinge um maximo e um minimo em B (pois B é compacto,

i.e. B é fechado e limitado), substituindo X; e X5 em f, temos que X; é o ponto
de méaximo e X5 é o ponto de minimo. Portanto, o ponto procurado é o ponto X; =

1 /24 1 /24 1 |24
2V 117 4V1176V 11 )

Vamos agora passar ao teorema que fornece uma condi¢cao necessaria para que um
ponto seja um ponto de maximo ou um ponto de minimo da funcao f de trés variaveis
no conjunto B = {(z,y,2) € A C R*|g(z,y,2) = 0 e h(z,y,z) = 0}, onde A é um
conjunto aberto em R3.

TEOREMA 16.3.3: Seja f : Dom(f) € R® — R uma funcao diferencidvel no
aberto A C Dom(f). Sejam g e h funcoes de classe C! em A e seja B = {(x,y,2) €
Alg(z,y,2) =0 e h(z,y,z) = 0}. Suponha que Vyg(z,y, z) x Vh(z,y, z) # 0 para todo
(x,y,z) € B. Se (xg,Yyo,20) € B é maximo ou minimo de f em B, entao existem \; e
Ao reais tal que

V f(20, Y0, 20) = MV g(xo, Yo, 20) + A2V h(z0, Yo, 20)-

Desta forma, os candidatos a extremantes de f em B, s@o os pontos (x,y, z) € B que
satisfazem o sistema abaixo para dois reais A\; e .

Vf(z,y,2) = MVg(z,y,2) + A Vh(z,y, 2)
g(z,y,2) =0
h(z,y,z) =0
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Exemplo 16.3.5: Determine os pontos da curva dada pela intersecao do elipsdide
22 + 4y% + 22 = 4 com o plano x +y + z = 1, que estao mais afastados da origem.

Solucao: A restricao do ponto pertencer ao elipsdide, traduzida pela condi¢ao do
ponto satisfazer a equacao z? + 4y? + 22 = 4, fornece a funcao g, que é dada por
g(z,y,2) = 2* + 2y* + 322 — 1. Da mesma forma, a restricio do ponto pertencer ao
plano, traduzida pela condicao do ponto satisfazer a equacao = + y + z = 1, fornece a
fungao h, que é dada por h(z,y,z) = z+y+ 2z — 1. Observe que g e h sdo polinomiais,
portanto de classe C* em R?, e que seus gradientes sao dados por

Vol(r,y,2) = (20,8y,22) e Vh(z,y,2) = (1,1,1).

Além disso,

— — —

A
(Vg x Vh) (z,y,2) =| 22 S8y 2z |= (22 —8y, 2z — 2z, 8y — 2x),
1 1 1

que nao se anula quando o ponto (x,y, z) pertence a interse¢ao do elipsdide com o
plano. Além disso, a funcao a ser maximizada é a distancia do ponto (x,y, z) a origem,
que é dada por ((z,y, 2), (0,0,0)) = /2% + y? + 22. Porém, como maximizar d equivale
a maximizar d?, vamos trabalhar com a funcao f como sendo d?, i.e.

flr,y,2) = a® +y*+ 2%
f também é polinomial, portanto de classe C* em R? (em particular continua), e que
seu gradiente é igual a
Vi = (2z,2y,22).

Como f é continua e B = {(z,y,2) ER® |2 +4y* + 22 —4=0ex+y+2—1=0}¢
um conjunto fechado e limitado, temos, pelo Teorema de Weierstrass, que f atinge um
maximo e um minimo em B. Desta forma, utilizando o método dos multiplicadores de
Lagrange, temos que os extremantes devem tornar o sistema abaixo compativel

Vf(z,y,2) = AVy(z,y,2) + uVg(z,y, 2)

9(x,y,2) =0
h(z,y,z) =0
que equivale a
(22 = 2\x + p (22(1—\) = p (1)
2y =8y +p 2y(L—4X) =p (2)
22 =2Xz+pu S 922(1=X)=p (3)
22442+ 22 —4=0 44yt +22—-4=0 (4)
(z+y+z—1=0 (z+y+2-1=0 (5)

Vamos comegar supondo que A # 1. Desta forma, de (1) e (3) segue que = = z.
Substituindo que x = z em (4) e (5), obtemos que

222 + 4% = 4 (6)
2e+y=1 (7)
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De (7), temos que y = 1 — 2x. Sendo assim, substituindo y = 1 — 2z em (6), obtemos

8
207 +4(1-22)* =4 & 227 +162° — 160 +4 =4 = 181 — 16 =02 =00ux = 5

8§ 7 8
Obtemos assim os pontos X; = (0,1,0) e Xy = 9 99,
Vamos supor agora que A = 1. De (1) e (3), encontramos que x4 = 0. Substituindo
p=0eA=1em (2), encontramos que y = 0. Substituindo agora y = 0 em (4) e (5),

obtemos que
>+ 22=4 (9)
r+z=1 (10)

De (10), temos que z = 1 — z. Sendo assim, substituindo z =1 — z em (9), obtemos

1+7
P4 (l-z)l=4e2-20+1=42"-20-3=0c2= 2\/_.

1+ﬁ’07 1—\/7)6)(4:(1—\/7,0’ 1+ 7

Obtemos assim os pontos X3 = (

2 2 2 2
Concluimos assim que os candidatos a extremantes sdo os pontos X; = (0,10),
8 7 .8 1 7 1 -7 1—V7 1 7
XQZ —__;1_ X3: +\/_707 \/_ eX4: \/_’0’ +\/_ :
9 9 9 2 2 2 2

Como sabemos que f atinge um méximo e um minimo em B (pois B é compacto, i.e.
B é fechado e limitado), substituindo X, Xy X3 e X4 em f, temos que

f(X1) = f(0,10) =1,

8 7 .8 171
f(Xz):f(§ _§a1§) =31
f(Xs)=f<1+2ﬁ,0, 1;”) oy

) ) O )
2 2 2 2
sao os pontos de maximo, o que significa que sao os pontos mais afastados da origem e
que e X; = (0,10) é o ponto de minimo, o que significa que é o ponto mais préximo da

1+V7 0 1—ﬁ> .

2 7 2

1+ﬁ,0 1—\/7>6X4: 1-V7 1+ﬁ>

Concluimos assim que X3 = <

origem. Portanto, os pontos procurados sao os pontos X3 = (

X, = (1_\/7 0, Hﬁ).

2 2



